Лабораторная работа №3.

СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПЛАНИРОВАНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТОВ ПРИ ИДЕНТИФИКАЦИИ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

Цель работы: получение навыков построения математических моделей путем использования статистических методов планирования экспериментов.

1.1 Краткие теоретические сведения

Под планированием экспериментов понимают процедуру выбора числа и условий проведения опытов, необходимых и достаточных для решения поставленной задачи с требуемой точностью.

При классическом методе исследования основным принципом является идентичность условий экспериментирования, когда варьируется только один переменный фактор и опробуются все возможные комбинации факторов. В случае изучения сложных многофакторных процессов такой путь нецелесообразен, поскольку ведет к нерациональному расходу времени и ресурсов.

Статические методы планирования экспериментов основательно изменяют методику проведения работ и позволяют ставить опыты по некоторой заранее составленной схеме – одновременно изменять значение всех факторов, результаты опытов рассматривать совместно, а их достоверность оценивать методами математической статистики.
Полный факторный эксперимент

Эксперимент, включающий все возможные комбинации изучаемых факторов, при выбранном числе уровней (уровнями называются некоторые количественные или качественные соотношения факторов) называется полным факторным экспериментом (ПФЭ).

При проведении ПФЭ выделяют два основных этапа.

1. Подготовительный этап

Он заключается в выборе объекта (процесса) исследования, изучении и анализе всех имеющихся данных о процессе, формулировке целевой функции и описании факторов. Здесь же решается вопрос при каких сочетаниях факторов роводить опыты. При выборе экспериментальной области необходимо использовать априорную информацию об исследуемом объекте (процессе). В качестве отправной точки обычно выбирают точку, которая соответсвует наилучшим образом сочетаниям факторов.
Точку начала эксперимента называют нулевым (основным) уровнем. При выборе нулевого уровня пользуются априорной информацией, а при ее отсутствии выбор нулевого уровня произволен. Координаты точки начала опыта должны лежать внутри области определения факторов, на некотором расстоянии от границы. Далее переходят к выбору интервалов варьирования по каждому из факторов. Под интервалом варьирования в данном случае понимают число (свое для каждого фактора), прибавляя которое к нулевому уровню, получают верхний, в вычитая – нижний уровни факторов. Необходимо отметить, что на первом этапе планирования эксперимента факторы всегда варьируются только на двух уровнях. Интервал варьирования не может быть меньше ошибки, с которой экспериментатор фиксирует уровень фактора.
2. Планирование эксперимента
Планирование эксперимента включает такие этапы: планирование, проведение, обработка результатов.

Этап планирования состоит из:

а) кодирования факторов;

б) составления план-матрицы эксперимента;

в) рандомизации опытов.

Кодирование необходимо при переводе натуральных величин в безразмерные.
Пусть 
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 ‑ интервал варьирования; 
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 ‑ значение фактора; 
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 ‑ номер фактора. Для простоты записи и обработки экспериментальных данных перейдем к новой безразмерной системе координат с началом в исследуемой области. В новой системе координат значение 
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Используя эту формулу, покажем, что в новой системе координат 
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 принимет значение 0, верхний уровень – (+1), а нижний – (-1).
Пусть, например, процесс определяется двумя факторами. Основной уровень и интервалы варьирования выбраны как показано в таблице 1.

Табл. 1

	Показатели
	Факторы
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	Основной уровень
	1,2
	3

	Интервал варьирования
	1
	2


В результате опыта получена точка 
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. Вычислим по каждому из факторов верхний и нижний пределы (в новой системе координат) основного, верхнего и нижнего уровней, а также точки 
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Имеем:

верхний уровень
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нижний уровень
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Кодированные значения таковы:
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Точка 
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 имеет координаты:
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Если число факторов известно, то при варьировании факторов на двух уровнях, количество опытов можно вычислить по формуле:
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где 
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 ‑ количество опытов;
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 ‑ количество факторов.

План-матрица эксперимента составляется в виде таблицы с учетом следующих факторов:
1. Число строк матирцы равно числу опытов, которое определяется из уравнения
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Уравнение (1.2) называется целевой функцией.
2. Число столбцов равно числу факторов.

3. В каждом столбце знаки чередуются следующим образом:

а) в первом столбце + ‑

б) во втором столбце + + ‑ ‑

в) в третьем столбце + + + + ‑ ‑ ‑ ‑

г) в четвертом столбце + + + + + + + + ‑ ‑ ‑ ‑ ‑ ‑ ‑ ‑ 

далее через 16 знаков и т.д.

Для примера построим матрицу планирования для 
[image: image32.wmf]3

=

K

 (
[image: image33.wmf]8

2

3

=

=

N

), табл.2.

Табл. 2

	№ опыта
	Факторы
	Результирующий признак

	1
	+1
	+1
	+1
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	2
	‑1
	+1
	+1
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	3
	+1
	‑1
	+1
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	4
	‑1
	‑1
	+1
	
[image: image37.wmf]4

y



	5
	+1
	+1
	‑1
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	6
	‑1
	+1
	‑1
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	7
	+1
	‑1
	‑1
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	8
	‑1
	‑1
	‑1
	
[image: image41.wmf]8

y




Далее определяют последовательность проведения экспериментов. В соответствии с рекомендациями математической теории планирования экспериментов, программа эксперимента составляется так, чтобы рандомизировать, т.е. сделать случайными те систематически действующие факторы, которые трудно поддаются учету и контролю, чтобы их можно было рассматривать как случайные величины и , следовательно, учитывать статистически.
Для рандомизации используются таблицы случайных чисел. В случайном месте таблицы выписывают числа от 1 до 8, отбрасывая числа больше 8 и уже выписанные. Эта процедура позволяет снизить систематическую ошибку при определении результирующих параметров.
После тщательного проведения эксперимента, отбрасывая резко выделяющиеся значения и проверки однородности дисперсий переходят к постоению модели.

В настоящей работе рассмотрим линейную модель для эксперимента 
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где 
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 ‑ свободный член уравнения;



 ‑ коэффициенты, характеризующие степень влияния факторов 
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 на величину 
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Далее вычисляем коэффициенты выбранного уравнения.

Благодаря кодированию факторов, расчет неизвестных коэффициентов модели по методу наименьших квадратов (МНК) значительно упрощается. Их можно вычислить по формуле:
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где 
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 ‑ номер опыта;
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 ‑ номер фактора;
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 ‑ число опытов.

Пользуясь формулой (1.4) и даными табл.2 определяем коэффициенты 
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(1.5)
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(1.6)
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Коэффициент 
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 рассчитывается по формуле (1.4), во всех случаях берется знак плюс.
Исследование адекватности полученной модели

Для проверки гипотезы об адекватности полученной модели можно использовать 
[image: image56.wmf]F

-критерий Фишера, суть которого заключается в том, что он сравнивает ошибку отклонения модели от экспериментальных данных с ошибкой эксперимента.
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где 
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 ‑ дисперсия адекватности (остаточная дисперсия);
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 ‑ дисперсия результирующего признака.

Дисперсия адекватности вычисляется по формуле:
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где 
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 ‑ значение результирующего признака, полученное экспериментально;
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 ‑ значение результирующего признака, рассчитанное по уравнению регрессии;
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 ‑ разность между числом опытов и числом параметров уравнения регрессии.
Дисперсия результирующего признака (средняя дисперсия воспроизводимости) определяется из выражения:
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где 
[image: image65.wmf]y

 ‑ среднее значение результирующего признака.
Затем вычисляют число степеней свободы для обеих выборок:
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Полученное значение 
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 сравнивают с табличным для 
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-критерия (при уровне значимости 0,05) не превышает табличного, то с соответствующей доверительной вероятностью модель можно считать адекватной.
После проверки адекватности модели проводим анализ полученной модели с точки зрения степени влияния факторов на результирующий признак. С повышением важности фактора величина соответсвующего коэффициента должна возрастать.
Пример

Эксперименттора интересует изменение величины показателя 
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 при изменении трех факторов, действующих на этот показатель (
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Влияние перечисленных факторов рассматривалось в следующих диапазонах:
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Требуется составить план-матрицу эксперимента, найти уравнение регрессии и проверить его на адекватность.

Решение

1. Определяем целевую функцию исследуемого объекта:
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2. Рассчитываем общее число опытов:
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где К – число рассматриваемых факторов.

3. Строим матрицу планирования для К=3 (табл. 3):

	№ опыта
	Факторы
	Результирующий признак

	
	
[image: image78.wmf]1

x


	
[image: image79.wmf]2

x


	
[image: image80.wmf]3

x


	

	1
	800(+1)
	13(+1)
	50(+1)
	0,59(
[image: image81.wmf]1

y

)

	2
	600(‑1)
	13(+1)
	50(+1)
	0,51(
[image: image82.wmf]2
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)

	3
	800(+1)
	8(‑1)
	50(+1)
	0,50(
[image: image83.wmf]3
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)

	4
	600(‑1)
	8(‑1)
	50(+1)
	0,49(
[image: image84.wmf]4
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)

	5
	800(+1)
	13(+1)
	20(‑1)
	0,59(
[image: image85.wmf]5
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)

	6
	600(‑1)
	13(+1)
	20(‑1)
	0,53(
[image: image86.wmf]6
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)

	7
	800(+1)
	8(‑1)
	20(‑1)
	0,50(
[image: image87.wmf]7
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)

	8
	600(‑1)
	8(‑1)
	20(‑1)
	0,51(
[image: image88.wmf]8
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)


Примечание: В скобках записаны элементы матрицы планирования.
4. Проводим эксперимент и переходим от матрицы планирования к рабочей матрице.
5. Вычисляем значения коэффициентов уравнения регрессии по формулам (1.4), (1.5), (1.6), (1.7):
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аналогично
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6. Записываем полученное уравнение регрессии:
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7. Проверка адекватности полученной модели (используются формулы (1.8) – (1.12))
Теоретические знчения 
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 вычисляются по (1.3):
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аналогично
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Т.к. число экспериментов равно 8 (параллельность опытов не учитывается) и число оцениваемых параметров равно 4, то 
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Тогда по формуле (1.9):
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, модель адекватно описывает исследуемый процесс в выбранных интервалах варьирования факторов.
Задание

Согласно заданного варианта (табл. 4 и табл. 5)необходимо:

1. Составить план эксперимента (провести кодирование факторов и составить план-матрицу эксперимента).

2. Найти уравнение регрессии.

3. Произвести проверку адекватности полученной модели по критерию Фишера.

Табл. 4

	№ опыта
	Варианты по списку

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21

	
	Вариант факторов №1 (из табл. 5)
	Вариант факторов №2  (из табл. 5)
	Вариант факторов №3  (из табл. 5)

	1
	5,65
	3,3
	2,68
	4,94
	4,37
	3,14
	3,88
	3,5
	4,35
	5,78
	3,64
	4,01
	5,5
	4,65
	2,7
	4,72
	3,74
	3,51
	5,34
	4,85
	2,94

	2
	7,88
	6,57
	6,54
	8,08
	8,98
	5,92
	6,14
	6,2
	5,4
	8,65
	6,4
	5,6
	8,86
	5,29
	5,46
	8,49
	5,82
	5,38
	7,64
	5,98
	6,71

	3
	2,66
	8,19
	8,26
	3,06
	2,17
	7,73
	7,37
	7,4
	8,03
	2,63
	6,51
	8,05
	2,08
	6,44
	6,88
	2,33
	6,4
	6,61
	3,39
	7,23
	7,76

	4
	8,63
	7,31
	7,49
	8,02
	8,86
	7,64
	7,88
	7
	7,53
	8,3
	8,68
	6,45
	7,76
	7,54
	7,85
	8,03
	8,72
	6,23
	7,67
	8,7
	6,04

	5
	6,38
	4,31
	5,41
	6,23
	5,91
	4,28
	3,53
	6
	6,69
	5,63
	2,6
	6,6
	5,59
	4,09
	6,9
	6,37
	4,16
	6,44
	6,02
	3,09
	6,75

	6
	7,5
	7,69
	7,42
	7,96
	7,42
	6,77
	7,3
	7,4
	7,04
	7,28
	7,6
	7,26
	7,49
	7,73
	7,76
	8,73
	6,94
	7,27
	8,25
	6,78
	7,3

	7
	7,98
	7,9
	7,18
	7,65
	7,61
	7,3
	7,87
	7,5
	8,26
	6,73
	8,03
	8,47
	6,83
	7,3
	7,46
	7,4
	7,48
	7,62
	7,1
	7,71
	7,94

	8
	8,2
	7,65
	7,89
	7,87
	8,28
	7,64
	7,93
	7,44
	6,56
	7,18
	7,74
	8,27
	7,98
	8,42
	8,32
	7,15
	7,79
	7,39
	7,43
	8,08
	8,41

	9
	8,37
	5,28
	6,45
	7,74
	7,86
	4,28
	4,32
	6,5
	6,93
	7,42
	5,11
	6,33
	7,41
	3,45
	7,36
	7,03
	4,55
	5,88
	7,28
	4,65
	6,48

	10
	6,91
	6,62
	6,11
	7,74
	7,2
	7,09
	6,55
	7
	7,2
	8,57
	7,43
	6,27
	7,97
	6,54
	6,08
	7,01
	7,34
	7,57
	8,02
	6,13
	6,05

	11
	7,25
	8,17
	8,04
	7,8
	7,01
	7,83
	7,48
	7,35
	6,97
	7,64
	8,16
	8,06
	7,09
	8,45
	6,46
	8,78
	7,25
	6,78
	8,03
	8,43
	7,43

	12
	8,67
	7,58
	8,78
	7,77
	7,37
	7,85
	8,03
	8
	7,29
	7,35
	7,75
	7,09
	8,21
	7,68
	7,99
	8,58
	7,19
	8,39
	7,17
	8,78
	7,06

	13
	8,27
	4,89
	6,91
	7,72
	7,14
	5,54
	5,77
	6,94
	7,4
	7,64
	6,22
	7,48
	8,6
	5,48
	6,16
	6,88
	5,33
	6,71
	8,64
	5,41
	6,16

	14
	7,4
	7,53
	6,03
	7,71
	7,08
	7,4
	7,39
	6,8
	5,84
	6,84
	8,07
	6,31
	6,89
	7,55
	7,68
	8,44
	7,56
	7,61
	8,42
	6,98
	6,66

	15
	7,82
	8,45
	8,21
	7,73
	6,88
	8,13
	7,81
	7,7
	6,71
	7,78
	8,14
	8,59
	7,58
	7,58
	8,18
	7,61
	7,04
	7,73
	7,93
	6,99
	7,23

	16
	7,4
	7,26
	6,9
	7,59
	6,75
	8,09
	7,97
	7,3
	8,13
	6,73
	8,39
	7,88
	6,88
	8,46
	7,87
	7,84
	8,57
	7,21
	8,31
	7,94
	6,8


Табл. 5

	Факторы
	Вариант №1
	Вариант №2
	Вариант №3

	
	Интервал варьирования
	Уровни варьирования
	Интервал варьирования
	Уровни варьирования
	Интервал варьирования
	Уровни варьирования

	
	
	-1
	0
	+1
	
	-1
	0
	+1
	
	-1
	0
	+1
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	2,5
	1,0
	3,5
	6,0
	1
	2,0
	3,0
	4,0
	1,5
	2,0
	3,5
	5,0
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